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基于投影矩阵搜索的相干源 DOA 估计算法* 
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摘要：在强相关或相干信号源环境下，基于子空间分解的高分辨方法无法准确估计信号到达角，而许多传统的解相

干方法，如空间平滑法等，会减少阵列的有效孔径，且只适用于具有移不变性的阵列结构。针对相干信源 DOA 估计问

题，提出了一种基于投影矩阵搜索的 DOA 估计算法。首先根据阵列流型构造噪声子空间的投影矩阵，并将阵列接收信

号投影到噪声子空间；然后通过遍历搜索所有可能的投影矩阵获得空间谱，进而得到相干源的 DOA 估计。该算法能有

效进行相干信源 DOA 估计，与传统的相干源 DOA 估计方法相比，该算法不会减小阵列的有效孔径，且适用于任意阵列

结构，并具有良好的估计精度和超分辨能力，但计算复杂度较高。通过仿真实验，验证了该算法的有效性，比较了该算

法与传统算法的性能。 
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Abstract: For strongly correlated or coherent signal sources, the high-resolution methods based on subspace 
decomposition can not accurately estimate signal direction of arrival. While most decorrelation algorithms, such as spatial 
smoothing, will reduce the efficient aperture, and is only suitable to the array structure with shift-invariance. A new DOA 
estimation algorithm based on projection matrix search is proposed for coherent sources. Firstly, the projection matrix of the 
noise subspace is constructed, which is based on the array manifold, and then the array received signal is projected into the 
noise subspace. Secondly, the spatial spectrum is calculated by searching all possible projection matrices, thus the DOA 
estimation of coherent sources is obtained. The proposed algorithm can effectively estimate the DOA of coherent sources. 
Compared with the conventional DOA estimation method for coherent sources, the proposed algorithm will not reduce array 
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algorithm and its superior performance over conventional algorithms. 
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引  言 
波达方向（DOA）估计是阵列信号处理的研究热点，在雷达[1]、导航[2]等领域具有广泛的应用前景。
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传统的 DOA 估计算法中，多重信号分类算法 MUSIC[3]、旋转不变子空间算法 ESPRIT[4]等子空间类算法

具有良好的估计性能和超分辨能力，但是对于相干源，阵列输出信号的协方差矩阵的秩亏缺导致子空间

估计错误，从而使算法失效[5,6]。 
针对相干源 DOA 估计问题，许多学者提出了解相干算法，例如空间平滑法[7,8]、Toeplitz 矩阵重构

法[9]、基于 SVD 的解相干算法[10]等。文献[7]提出的空间平滑算法具有良好的解相干性能，且计算量小，

被广泛应用于实际工程中。但是，空间平滑算法存在阵列孔径的损失，从而降低估计的分辨率与精度，

特别是，空间平滑算法只适合于特殊阵列，即需要子阵列结构具有移不变性，例如均匀线阵。 
对于一般的阵列，可以考虑采用虚拟内插变换法[11,12]将其变换为均匀阵列，再进行空间平滑等解相

干处理。虚拟内插变换是在某扇区范围内进行内插，将原阵列变换为一个虚拟阵列。不过，虚拟阵列变

换只能针对某一入射角范围，且会引入额外的误差，内插范围越大，变换误差越大，从而导致 DOA 估

计性能降低。 
针对上述问题，本文提出了一种基于投影矩阵搜索的 DOA 估计算法，其基本思想是由阵列流型导

出噪声子空间的投影矩阵，将接收信号样本投影到噪声子空间，获得空间谱，进而得到相干源的 DOA
估计。该算法适用于任意阵列结构（如非均匀线阵），且无需进行虚拟内插、空间平滑等预处理，避免

了变换误差和孔径损失，具有良好的估计性能。 

1  信号模型 
考虑 K个远场窄带平稳信号入射到空间某窄带阵列上，设阵列的阵元数为 ( )M M K ，信号中心频

率为 ，第 m个阵元在时刻 t的输出信号可表示为： 

jω ( )
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                （1） 

其中， ( )is t 为第 i 个窄带源信号， i 为第 i 个信源到达阵列的入射角， ( )m i  为第 i 个源信号到达第 m

个阵元时相对于参考阵元的时延， ( )mv t 为第 m个阵元的加性噪声，其功率为 2 。将M个阵元 t时刻的

接收信号表示成矢量形式，则有： 
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令 T
1( ) [ ( ), , ( )]Mt x t x t x 为阵列接收信号矢量， 1jω ( ) jω ( ) T( ) [e , ,e ]i M i

i
      a 为阵列在 i 方向上的导向

矢量，阵列流型 1[ ( ), , ( )]K  A a a ， T
1( ) [ ( ), , ( )]Kt s t s t s ， T

1( ) [ ( ), , ( )]Mt v t v t v ，则阵列接收信号

可表示为： 
 ( ) ( ) ( )t t t x As v  （3） 
设快拍数为 N，则接收到的 N个信号样本用矩阵形式可表示为： 
  X AS V  （4） 
其中， 1[ ( ), , ( )]Nt t X x x ， 1[ ( ), , ( )]Nt t S s s ， 1[ ( ), , ( )]Nt t V v v 。 

定义阵列接收信号的协方差矩阵为：  

  H H1( ) ( )E t t
N

R = x x XX  （5） 

对 R进行特征分解，则有： 

 H
1

M
i i ii 

R = u u  （6） 

其中， i 和 iu 分别为 R的第 i个特征向量和特征值，且M个特征值满足如下关系：  

 2
1 2 1K K M         ≥ ≥ ≥ ≥  （7） 
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基于特征空间理论， 1 2[ , , , ]s K U u u u 构成了接收信号的信号子空间， 1 2[ , , , ]n K K M  U u u u 构

成了接收信号的噪声子空间，且 sU 与 nU 正交。子空间类算法就是利用该正交性进行 DOA 估计，因此

传统的子空间类算法需要对子空间进行准确的估计。 
实际应用环境中，源信号之间可能是相关或相干的。设两平稳信号 ( )is t 、 ( )ks t ，其相关系数定义为： 
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由 Schwartz 不等式可知 | | 1ik ≤ ，当 | | 0ik  时，称 ( )is t 与 ( )ks t 为独立信号源；当 0<| |<1ik 时，称 ( )is t 与

( )ks t 为相关信号源；当 | | 1ik  时，称 ( )is t 与 ( )ks t 为相干信号源[13]。 
对于独立或弱相关信号源，信号子空间的维数等于信源数 K；而对于强相关或相干信号源，信号子

空间的维数小于 K，也就是说，相干信号源会导致协方差矩阵 R秩亏缺，从而使子空间 sU 与 nU 估计错

误。因此，传统的子空间类算法难以有效估计相干源 DOA。 

2  基于虚拟阵列变换和空间平滑的 MUSIC 算法 
本节简要介绍已有的相干源 DOA 估计方法。对于具有移不变性的阵列结构，常用的相干源 DOA

估计方法是 J.E.Evans 等人提出的空间平滑算法[7]；对于一般的非移不变的阵列结构，考虑采用虚拟内插

变换法将其变换为具有移不变性的虚拟阵列[11]，再进行空间平滑。 
空间平滑算法是将阵列分成若干个相同结构的子阵，对每个子阵的协方差矩阵进行平均运算，这样

得到的平滑后的协方差矩阵，其秩得以恢复，从而实现解相干。但是，此方法是以牺牲阵列孔径为代价

的，且只适用于具有移不变性的阵列结构。 
 虚拟内插变换法最早由 Friedlander.B 等人提出。假设源信号位于某个角度范围 内，将 区间离散

化，即将 划分为 r个离散角度的集合， 1 2[ , , ]r     ，其中 1 、 r 为角度范围的左、右边界，且 r M ，

则与 1 2[ , , ]r     相对应的原阵列的阵列流型为： 
 1 2[ ( ), ( ) , ( )]r   ，A a a a  （9） 
与 1 2[ , , ]r     相对应的虚拟阵列的阵列流型： 
 1 2[ ( ), ( ), , ( )]r   A a a a  （10） 

A与 A之间的变换关系由变换矩阵B 表征，即 HA B A，基于最小二乘原理，可得： 

 H 1 H( )B AA AA  （11） 
另外，为保持原阵列和虚拟阵列的噪声特性不变，需要对B 进行修正，修正后的变换矩阵为： 

 H 1/2 H( )T B B B  （12） 
通过对虚拟阵列进行传统的空间平滑处理，可实现解相干，然后可采用一般的空间谱估计方法进行

测角，如 MUSIC 算法。 
值得注意的是，虚拟内插变换需要到达角的范围，即需要确定信源到达角的大致位置。这里考虑采

用 Capon 算法[14]确定虚拟内插变换的角度范围。Capon 算法的基本思想是在期望方向信号功率不变的情

况下，最小化总功率，也就是最小化噪声及非信源方向干扰功率，该算法的空间谱表示为： 

 H 1
1( )

( ) ( )cp 
 

a R a
 （13） 

由于 Capon 算法对相干性不敏感，但与子空间类算法相比，其性能较差，且分辨率受波束宽度限制，因

此考虑采用 Capon 算法对空间谱进行一次搜索，取每个谱峰值处的一个波束宽度范围，取它们的并集作

为虚拟内插的范围。 
 综上，基于虚拟阵列变换和空间平滑的 MUSIC 算法流程总结如下。 
 输入：信源数 K，阵列流型 A，接收信号样本 X ； 
输出：各信源的 DOA 估计。 



 
·4· 宗佳虹等，基于投影矩阵搜索的相干源 DOA 估计 第 43 卷第 3 期 
 

 

① 用 Capon 算法进行一次搜索，确定虚拟内插范围； 
② 根据式（11）、（12）将原阵列变换为虚拟均匀阵列； 
③ 针对虚拟均匀阵列，用空间平滑法进行解相干处理； 
④ 利用 MUSIC 算法得到 DOA 估计。 
理论上，基于虚拟阵列变换的空间平滑 MUSIC 算法可以进行相干源 DOA 估计，但是，虚拟阵列变

换中引入的变换误差会降低最后的 DOA 估计性能，且内插范围越大，变换误差越大。另外，空间平滑

算法导致的孔径损失也会降低 DOA 估计的精度与分辨率。 

3  本文算法 
现有的基于空间谱 DOA 估计方法，都是利用阵列接收到的数据来构造信号子空间和噪声子空间，

然后将阵列的导向矢量投影到噪声子空间来获得空间谱，并通过对导向矢量的搜索得到 DOA 估计。与

现有的方法不同，本节将提出一种 DOA 估计的新方法，即基于投影矩阵搜索的 DOA 估计算法，其基本

思想是利用阵列结构来构造信号子空间的投影矩阵，再根据信号子空间和噪声子空间的正交性，得到噪

声子空间的投影矩阵，然后将阵列接收到的数据投影到噪声子空间来构造空间谱，从而通过投影矩阵的

搜索得到空间谱和 DOA 估计。 
3.1  算法设计 
3.1.1  噪声子空间的构造  

设信源数为 K，将 K个信源的 DOA 写成矢量形式 1[ , , ]K  θ ，由于信号子空间与导向矢量张成

的空间是同一个空间，因此，利用阵列流型 1( ) [ ( ), , ( )]K  A θ a a ，可以得到信号子空间的投影矩阵[15]： 

   1H H( ) ( ) ( ) ( ) ( )A


P θ A θ A θ A θ A θ  （14） 

由于信号子空间与噪声子空间正交，得到噪声子空间的投影矩阵： 

 ( ) ( ) ( )N A A
  P θ P θ I P θ  （15） 

由式（14）、（15）可以看出，本文算法的子空间是根据阵列流型构造的，与信号无关。 
3.1.2  数据样本的降维处理 

为了提高该算法的抗噪声能力，同时降低算法的复杂度，这里先对信号样本进行时域降维预处理。

将信号样本 X 进行奇异值分解，得到： 

 HX UDV  （16） 
其中，U 为左奇异矩阵，V 为右奇异矩阵，D 为一M N 维的对角阵；取 V 的前 K 列，记为 V ，取

D 的前 K 列和前 K 行，记为 D ，即保留信号空间的功率、去除噪声空间的功率，则降维处理后的数

据样本为： 
   X XV D  （17） 

通常，N 远大于 K，通过上述处理将M N 维信号样本 X 降维成M K 维的 X ，减小了后续的投

影运算的计算量。 
3.1.3  数据样本的投影和空间谱 

将处理过的信号样本 X 投影到噪声子空间，得到 
 ( )N Z P θ X  （18） 

由于 X 始终位于信号空间，当θ 为真实的到达角时， ( )NP θ 对应的噪声子空间与真实的信号空间

正交，此时 ( )NP θ 与 X 正交， Z O；当θ 不是真实到达角时，该正交性不成立，即 ( )NP θ 与 X 不正

交， Z O。 
3.1.4  基于空间谱搜索的 DOA 估计 

因此，在可能的到达角范围内，通过对投影矩阵 ( )NP θ 的搜索获得空间谱，参考上节的算法一，可

能的到达角范围也可利用 Capon 算法得到，本文算法的空间谱表示为： 
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p θ
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 （19） 

最后通过峰值搜索，得到 DOA 估计。 
3.1.5  算法流程 

基于上述分析和讨论，本文提出算法的流程总结如下。 
 输入：信源数 K，阵列流型 A，接收信号样本 X ； 
输出：各信源的 DOA 估计。 
① 用 Capon 算法进行一次搜索，确定可能的到达角范围； 
② 在可能的到达角范围内，根据式（14）和（15）计算噪声子空间的投影矩阵； 
③ 根据式（16）、（17）将接收信号进行降维处理； 
④ 根据式（18）、（19）计算空间谱，寻找峰值点，得到 DOA 估计。 
与算法一相比，本文算法是由阵列流型导出噪声子空间，而不是由数据的协方差矩阵导出的噪声子

空间，因此理论上本文算法与信号的相干性无关，故对于相干源 DOA 估计问题，本文算法无需进行解

相干处理，从而避免阵列孔径的损失。此外，由于本文算法在满足布阵要求的情况下对不同阵列均可适

用，无需进行虚拟变换处理，从而避免引入内插误差。 
3.2  复杂度分析 

设信源数为 K，阵元数为 M，快拍数为 N，首先考虑基于虚拟阵列变换和空间平滑的 MUSIC 算法

（算法一）的复杂度，估计协方差矩阵的计算量为 2M N，设虚拟内插变换的范围为 1 2[ , , ]r     ，

虚拟阵列变换的计算量为 3 23 2M M r ；设空间平滑子阵列的阵元数为 m，则空间平滑的计算量为
2 22( )( 1)m M M m M m   ；最后采用 MUSIC 算法在 上进行一维搜索，计算量为 2 32m K K 。因此

算 法 一 的 总 的 计 算 量 约 为 2 3 2 2 2 2 33 2 2( )( 1) (2 )M N M M r m M M m M m m K K r        ， 由 于

,r M N M  ，计算量近似为 2 2 3( ) (2 )O M N O m K K r  。 

下面考虑本文算法（算法二）的复杂度，信号样本矩阵奇异值分解的复杂度为 2( )O MN ，投影矩阵

的计算量为 2 2 32MK M K K  ，投影计算的计算量为 2M K ，本文算法需进行 K维搜索，因此，算法二

的计算量约为 2 2 2 3( ) (2 2 ) KO MN O MK M K K r   。 
通过上述分析可知，在空间谱搜索部分，算法一是进行一维搜索，而算法二需进行 K维搜索，因此

算法二的计算复杂度较高。 

4  仿真实验及分析 
本节通过仿真实验对现有算法（算法一）和本文算法（算法二）的性能进行分析和比较。 
仿真实验的条件设置为：五阵元的非均匀线阵 ( 5)M  ，阵元设置为 0.25 [0,1,3,6,8] ，算法一的虚

拟阵列设置为 0.5 [0,1,2,3,4] ， 为波长；源信号为窄带高斯随机信号，相干源的相关系数为 1；实验

中，信噪比 SNR 定义为阵列接收信号的总功率与噪声总功率之比，即： 

 
2

2
|| ||SNR 10 lg( )
|| ||

F

F
 

AS
V

（dB） （20） 

另外，DOA 估计精度由均方根误差 RMSE 来衡量，不失一般性，设独立实验次数为 n，信源数为 K，真

实 DOA 为 1( , , )K  ，第 i次实验的 DOA 估计为  1( ( ), , ( ))Ki i  ，RMSE 定义为：  

 
 21 1 ( )

RMSE
n K

j ji j i

nK

 
 



 

 （21） 

4.1  实验一：相干源的估计精度比较 
参数设定：信源数 2K  ，DOA 为 (70 ,80 )  ，两信源相干；快拍数 200N  ；独立实验次数 500n  ；



 
·6· 宗佳虹等，基于投影矩阵搜索的相干源 DOA 估计 第 43 卷第 3 期 
 

 

算法一的空间平滑子阵列的阵元个数取 3。图 1 为两种算法的 RMSE 与 SNR 的关系：图中蓝色曲线表

示算法一的 RMSE 随 SNR 的变化关系；红色曲线表示算法二的 RMSE 随 SNR 的变化关系。 
从图 1 可以看出，对于相干源，算法二较算法一有更高的估计精度，在 SNR 取值范围为 2~12 dB

左右时，算法一基本失效，而算法二仍可以有效估计 DOA；在 SNR 较高时，两种算法均可有效估计相

干源 DOA，但算法二的 RMSE 较低，相差约 0.5°~ 0.9°。 
4.2  实验二：相干源的分辨率性能比较 

参数设定：信源数 2K  ，DOA 为 (70 ,70 )   ，两信源相干；快拍数 200N  ；SNR 5 dB ；独

立实验次数 500n  ；算法一的空间平滑子阵列的阵元个数取 3。图 2 为两种算法的 RMSE 与角度差 的

关系：图中蓝色曲线表示算法一的 RMSE 随角度差 的变化关系；红色曲线表示算法二的 RMSE 与角

度差 的变化关系。 

        
图 1  两种算法 RMSE 随 SNR 变化曲线           图 2  两种算法 RMSE 随 的变化曲线 

Fig. 1  RMSE of two kinds of algorithm            Fig. 2  RMSE of two kinds of algorithm  
with various SNR                               with various   

从图 2 可以看出，对于相干源，在不同的信噪比下，算法二较算法一都有更高的分辨率。在实验条

件下，算法一在角度间隔大于 14°左右时可有效进行 DOA 估计（ RMSE 2  ），算法二在角度间隔大

于 9°左右时可有效进行 DOA 估计。 
4.3  实验三：相干、非相关混合信源时的性能

比较 
参 数 设 定 ： 信 源 数 3K  ， DOA 为

(70 ,80 ,100 )   ，其中前两个信源相干，第三个信

源与前两个信源不相关；快拍数 200N  ；独立实

验次数 500n  ；算法一的空间平滑子阵列的阵元

个数取 4。图 3 为两种算法的 RMSE 与 SNR 的关

系：图中蓝色曲线表示算法一的 RMSE 随 SNR 的

变化关系；红色曲线表示算法二的 RMSE 随 SNR
的变化关系。 

从图 3 可以看出，对于相干、非相关混合源，

算法二较算法一有更高的估计精度，在 SNR 取值

范围为 5~12dB 左右时，算法一基本失效，而算法

二仍可以有效估计 DOA；在 SNR 较高时，两种

算法均可有效估计相干、非相关混合源 DOA，但算法二的精度较高。 

 
图 3  相干、非相关混合源情况下，两种算法 

RMSE 随 SNR 变化曲线 
Fig. 3  RMSE of two kinds of algorithm with various 

SNR for coherent and non-correlation sources 



 
2022 年 5 月 遥  测  遥  控 ·7· 
 

 

5  结束语 
 本文提出的算法可以有效进行相干源 DOA 估计，在已知信源数的情况下，无需进行解相干预处理，

且适用于任意阵列。而传统的相干 DOA 估计算法对于非均匀阵列，需要进行虚拟变换后再进行空间平

滑，这样会引入变换误差，且空间平滑会损失阵列孔径。仿真结果表明，相较于基于虚拟内插变换的空

间平滑 MUSIC 算法，本文算法具有更优的精度与分辨率，这与理论分析一致。但是，传统 DOA 估计算

法的空间谱均为一维搜索，而本文算法的空间谱是 K维搜索，因此本文算法的复杂度较高。后续工作将

聚焦于如何降低本文算法的复杂度，可以考虑与其他算法如空域滤波[16]或 STAP[17]相结合。 
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